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Résumé :  
Nous proposons une nouvelle définition pour l’amplitude du second invariant du tenseur déviateur des 
contraintes. Cette méthode est une généralisation aux chargements complexes tridimensionnels de la 
méthode de l’ellipse circonscrite minimum dans un espace à 5 dimensions. Des exemples de chargements 
sinusoïdaux sont présentés afin  d’illustrer la méthode.  
Abstract: 
A new definition is proposed for assessing the equivalent shear stress amplitude. This method generalis d 
to the three-dimensional complex loadings the minimum ellipse method in a 5 dimensional space. Sinusoidal 
loadings examples are presented in order to illustrated the definition. 
Mots clefs : Amplitude du second invariant du tenseur déviateur des contraintes, chargement non-
proportionnel et asynchrone, enveloppe prismatique. 
1 Introduction 
L’estimation de l’amplitude du second invariant du tenseur déviateur des contraintes (ou contrainte 
équivalente de cisaillement) 
aJ ,2  est un problème récurent en fatigue multiaxiale. C problème est 
important notamment pour l’évaluation de la tenue en fatigue de structures mécaniques, pour lesquelles des 
chargements aléatoires complexes sont fréquents.  
De nombreuses méthodes ont donc été développées ces dernières années pour obtenir une bonne mesure 
de cette amplitude. Pour faciliter son calcul, il est fréquent d’introduire au préalable un changement de 
variables sur le tenseur déviateur des contraintes pour le considérer dans un espace 5E  réduit à 5 dimensions. 
Dans cet espace, l’amplitude peut être définie par différentes méthodes comme celle de la plus petite 
hypersphère circonscrite [1, 2] ou de l’ellipse mini um circonscrite [3,4]. Enfin, plus récemment, Mamiya et 
son équipe introduisent la notion du plus petit ellipsoïde [5-8] et celle de l’enveloppe prismatique pour 
généraliser la méthode proposée en [3].  
La méthode proposée dans ce travail s’intègre dans cette logique. Elle généralise la méthode proposée en 
[3] en recherchant les axes principaux du trajet de chargement pour obtenir l’enveloppe prismatique 
circonscrite à ce trajet. L’originalité de la méthode tient au fait que l’on obtient les demi-axes de cette 
enveloppe par une recherche des directions principales d ns 5E .  
La première partie présente un état de l’art des méthodes issues de la littérature et citées précédemment. 
Dans une seconde partie nous développons notre définition, puis, dans une troisième partie, nous illustrons la 
méthode avec des exemples de chargements sinusoïdaux. 
2 Etat de l’art des définitions de 
aJ ,2  estimées dans 5E  
Les auteurs comme Sines ou Crossland ont choisi 
aJ ,2  comme paramètre majeur pour contrôler 
l’amorçage des fissures en supposant que pour des traj ts de chargement proportionnels, le plan d'amorçage 
d'une fissure de fatigue est le plan octaédral (ou plan de cisaillement maximal). Ces dernières années 
plusieurs méthodes ont été proposées pour donner une définition de 
aJ ,2  adaptée à des chargements plus 
complexes. Par exemple, la méthode du Cercle Circonscrit Minimum (CCM), introduite par Dang Van et 
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Papadopoulos [1], permet de pallier le problème de non-unicité inhérent à la méthode de la plus longue corde 
par l’introduction d’un cercle unique circonscrivant le trajet de chargement Ψ .  
Cependant, pour faciliter le calcul de 
aJ ,2 , il est pratique de définir un changement de variable sur le 
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où les )(t•σ  sont les composantes du tenseur des contraintes.  
L’amplitude 
aJ ,2  peut alors être obtenue dans cet espace en calculant l’Hypersphère Minimum 
Circonscrite (HCM) au trajet de chargement [1]. Pour un chargement périodique, la pointe du vecteur )(tS
décrit dans 5E  alors une courbe fermée Φ . La longueur du vecteur mS  (contenant les moyennes de chaque 








m  d’où : 
m
Tt
a tJ SS −= ∈ )(max,2  (1.) 
Il est toutefois aisé de constater que les trajets d  chargements proportionnels et non-proportionnels sont 
circonscrits par la même sphère. Cette définition est donc sujette à caution, d’autant que les expériences 
menées par certains auteurs comme Kueppers et al. [10] montrent que pour des matériaux ductiles, le 
déphasage entre les sollicitations des chargements no -proportionnels induit une réduction de la résistance en 
fatigue.  
Il parait donc nécessaire de tenir compte de l’évoluti n des directions principales de la contrainte au cours 
du temps pour l’évaluation de 











ia aJ  (2.) 
Dans cette expression, les composantes ia  sont évaluées en déterminant tout d’abord la plus longue corde 5a  
entre deux points distincts du chargement dans 5E . Cette procédure est répétée pour les ia  uivants en 
recherchant à nouveau la plus longue corde dans un o s espace réduit et orthogonal au sous-espace  
engendré par les cordes précédentes.  
Cependant la définition (2) souffre d’une non-unicité de la plus longue corde dans certains cas [1]. 
Comme alternative Li et al. [3] formalise alors la méthode de l’Ellipse Circonscrite Minimum (ECM). Dans 
ce cas, 




1,2 RRJ a +=  (3.) 
où 1R  et 2R  sont les rayons minimum et maximum de l’ellipse formée par un trajet de chargement dans un 
plan. Cette méthode offre une meilleure définition que la méthode du CCM puisqu’elle permet de prendre en 
compte les effets du déphasage. Mais elle traite seul ment les chargements biaxiaux.  
Gonçalves et al. [5] généralise alors la méthode proposée par Li et al. [3] en suggérant de circonscrire le 









ia aJ  (4.) 
19ème Congrès Français de Mécanique Marseille, 24-28 août 2009 
  3 
Dans cette expression, les ia  deviennent les demi-axes de l’ellipsoïde circonscrit au trajet de chargement 
dans 5E . Les auteurs montrent que pour des chargements multiaxiaux, hors phases et synchrones, les ia  
correspondent aux amplitudes maximums des composantes aiS,  du déviateur des contraintes dans 5E . Cette 
équipe propose également une variante de cette extension avec la notion d’Enveloppe Prismatique [8]. Dans 
ce cas, l’enveloppe rectangulaire tangente au chargement définie les demi-axes ia  directement dans 5E .  
Un aperçu global et plus complet de ces méthodes est proposé dans l’article de Balthazar et al. [6]. 
3 Une nouvelle méthode basée sur l’Enveloppe Prismatique  
Pour obtenir une mesure générale de 
aJ ,2 , nous proposons de généraliser la méthode proposée par Li et 
al. [3] aux chargements complexes tridimensionnels. Nous choisissons donc de retenir les amplitudes 
trouvées suivant les axes principaux du trajet de chargement dans 5E  pour en retenir la norme dans 
l’évaluation de 
aJ ,2 . Pour l’obtention de ces axes principaux, nous propos ns de faire l’analyse des vecteurs 
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Notant [ ]T54321 ,,,, RRRRR=R  les amplitudes atteintes par les contraintes suivant ces axes, nous 
obtenons ainsi une mesure unique de 









1,2 RRRRRJ a  (5.) 
La méthodologie complète est alors la suivante : 
1. Transformation dans 5E  de l’historique de contrainte )(tσ  : )(.)( tt σPS =  ; 
2. Evaluation de la matrice SV  (celle-ci peut être évaluée aisément pour des signaux complexes à 
l’aide de la Transformée de Fourier) ; 
3. Evaluation de ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]T54321 S,S,S,S,S)()( ttttttt ′′′′′=⋅=′ STS  le vecteur associé à )(tS  dans une 
transformation orthogonale, telle que ITT =T  ( I  étant la matrice identité) ; 







−=  ; 
5. Calcul de la norme du vecteur R pour produire la mesure recherchée par l’équation (5). 
 
Dans la transformation de l’étape 3, T  est une matrice qui contient les 5 vecteurs propres de SV . Ces 5 
vecteurs correspondent en fait aux axes principaux d  chargement. En outre, T  peut également être 
interprétée comme une matrice de rotation si, pour un choix adapté des signes de ces vecteurs, ( ) 1det =T . 
On note de plus que la méthodologie proposée est directe et ne nécessite pas d’effectuer d’itérations. 
Pour illustrer cette méthode simplement, considérons deux exemples bidimensionnels courants de la 
littérature : un essai de traction-cisaillement (6) et un essai biaxial (7) tels que : 
( ) ( )xyaxymxyxyaxxmxxxx tttt δωσσσωσσσ −+=+= sin)(,sin)( ,,,,  (6.) 
( ) ( )yyayymyyyyaxxmxxxx tttt δωσσσωσσσ −+=+= sin)(,sin)( ,,,,  (7.) 
Dans ces chargements, les •δ  sont les déphasages entre les deux signaux alors que les quantités ( a,•σ , a,•τ ) et 
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,2 axyaxxaJ σσ += . On remarque alors que la phase xyδ n’intervient pas dans ce 
résultat. C’est une constatation que l’on peut confirmer expérimentalement pour des aciers doux ou pour un 
matériau tel que le 34Cr4 [12]. 
Suivant un développement similaire pour le chargement (7), nous avons : 
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et finalement ( ) yyayyaxxayyaxxaJ δσσσσ cos,,2 ,2 ,31,2 −+= . Cette expression est cette fois bien fonction de la 
phase comme l’avait remarqué Papadopoulos [13] avec un  amplitude maximale pour °=180yyδ . 
Nous pouvons ainsi vérifier que la méthode proposée ici permet de retrouver chaque résultat en 
contraintes planes présenté par Li et al. [3] pour des chargements de types sinusoïdaux, triangulaires ou 
carrés. Mais elle permet également de retrouver le résultat général proposé par Papadopoulos [13] pour des 
problèmes 3D : 
( ) ( ) ( )( ) 2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,31,2 coscoscos ayzaxzaxyzzyyzz,ayy,azzzz,axx,ayyyy,axx,aazzayyaxxaJ σσσδδσσδσσδσσσσσ +++−−−−++=  
 (9.) 
Géométriquement, cette méthode généralise donc l’enveloppe elliptique de Li et al. [3] en un ellipsoïde 
dans 5E . Toutefois, cette interprétation n’est correcte qu pour des chargements sinusoïdaux et synchrones. 
En effet, en recherchant les amplitudes suivant les ax  principaux des trajets de chargements complexes (par 
exemple, un chargement asynchrone comme celui de lafigure 1), il est plus général de considérer que ce 
trajet est circonscrit par une enveloppe prismatique. Nous pouvons donc appeler cette méthode « la méthode 
de l’Enveloppe Prismatique dans le Repère Principal ». 
4 Exemples illustratifs 
Considérons comme premier exemple illustratif le chargement tel que : 
( )tt axxxx ωσσ sin)( ,= , ( )xyxyaxyxy tt δωλσσ −= sin)( ,  avec MPa242, =axxσ , MPa121, =axyσ  et 2=xyλ .  
Les projections dans 5E  du vecteur )(tS′ sont représentées sur les figures 1.(a), (b) et (c) pour 
°= 90xyδ °= 60xyδ  et °= 45xyδ  respectivement. Dans ce cas, la matrice SV  est diagonale et est similaire à 
la matrice de l’équation (8) pour cette partie. Lesvaleurs données sur ces figures sont les mesures des demi-
axes et les normes associées.  
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,2 =+== axyaxxaJ σσR .  
Nous pouvons donc constater avec ce résultat numérique et son interprétation géométrique sur les différentes 
figures que 
aJ ,2  est indépendant de la phase dans ce cas de chargement. Ce comportement peut être typique 
d’un matériau ductile tel que le GGG60 par exemple [12]. 
Considérons ensuite comme second exemple un chargement plus complexe de la forme : 
( )tt axxxx ωσσ sin)( ,= , ( ) ( )[ ]ttt axyxy ωωσσ 2sinsin)( , +=  avec MPa200, =axxσ  et MPa100, =axyσ . 
Les projections dans 5E  des vecteurs )(tS  et )(tS′ sont représentées sur les figures 2.(a) et 2.(b). Les 


















































R  d’où MPa 54,215,2 == RaJ .  
On constate donc sur cette situation plus complexe d’un chargement multiaxial et asynchrone, que la 



















































FIG. 2 - Projections dans l’espace à 5 dimensions des vecteurs (a) )(tS  et (b) )(tS′   
19ème Congrès Français de Mécanique Marseille, 24-28 août 2009 
  6 
5 Conclusion 
Nous avons proposé dans ce travail une nouvelle définition de l’amplitude de la contrainte équivalente de 
cisaillement. Cette définition permet de généraliser la méthode de Li et al. [3] en 3D. Elle permet donc de 
retrouver les résultats présentés par Li et al. pour des chargements en contraintes planes (sinusoïdaux ou non) 
et aussi l’expression générale proposée par Papadopoulos [13] pour des problèmes 3D. Le fonctionnement d  
cette méthode est illustré par des exemples simples de traction-cisaillement et de traction biaxiale. 
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